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RESUMEN

“UNA FORMULA DE TIPO LIDSKII PARA TRAZAS DE DIXMIER”

Juan Luis Checcalle Venturo
Enero - 2022
Asesor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey

Titulo obtenido: Licenciado en matematica

Sobre el ideal de operadores nucleares en un espacio de Hilbert podemos
definir la traza usual. La traza usual define un funcional lineal positivo
unitariamente invariante. Por el teorema de Lidskii, la traza usual de un
operador nuclear T es la suma de sus autovalores, donde cada autovalor
se repite de acuerdo a su multiplicidad algebraica.

El presente trabajo de tesis demuestra que la traza de Dixmier de un
operador depende de sus autovalores y sus multiplicidades; esta formula
es llamada una formula de tipo Lidskii para trazas de Dixmier.

Palabras Claves
Operador compacto, teorema de Lidskii, traza de Dixmier,



ABSTRACT
"A LIDSKII TYPE FORMULA FOR DIXMIER TRACES"
Juan Luis Checcalle Venturo
Enero 2022
Advisor: Dr. Alfredo Sotelo Pejerrey

Degree obtained Licenciate in Mathematics

Over the ideal of nuclear operators on a Hilbert space we can define the
usual trace. The usual trace defines a positive, unitarily invariant linear
functional. By the Lidskii theorem, the usual trace of a nuclear operator T is
the sum of its eingenvalues, where each eigenvalue being repeated
according to its algebraic multiplicity.

The present thesis work shows that the Dixmier trace of an operator
depends on its eigenvalues and multiplicities; this formula is called a Lidskii
type formula for Dixmier traces.

Keywords

Compact operator, Lidskii theorem, Dixmier Trace.



INTRODUCCION

Como en el caso de dimensidn finita, la traza de una matriz esta definida
como la suma de elementos de su diagonal y usando su correspondiente
forma de Jordan, la traza de una matriz es igual a la suma de sus
autovalores tomando en cuenta sus multiplicidades. En conclusion, la traza
de una matriz depende exclusivamente de sus autovalores vy

multiplicidades.

Ideales de operadores donde se pueda definir un funcional traza merece
una gran discusion. Situados en el contexto de espacios de Hilbert de
dimension infinita tenemos al ideal de operadores de rango finito, es decir,
operadores lineales y acotados cuya imagen tiene dimension finita. Es en
este ideal donde es posible definir un funcional traza, es decir, un funcional
lineal que se anula en su subespacio conmutador. Este funcional es una
extension de la traza matricial y también depende sélo de los autovalores

del operador tomado y sus multiplicidades algebraicas.

El ideal de operadores nucleares contiene al ideal de operadores de rango
finito. Es posible definir un funcional lineal unitariamente invariante sobre el
ideal de operadores de nucleares, llamado la traza usual. La traza usual es
una extension del funcional traza discutido en el parrafo anterior y la férmula
de Lidskii nos dice que este funcional es igual a la suma de los autovalores
del operador tomado teniendo en cuenta sus multiplicidades algebraicas.

La traza de Dixmier definido sobre el ideal de operadores de Lorentz es un
ejemplo de traza singular que se obtiene tomando limites generalizados
invariantes por dilatacion. La traza de Dixmier es un funcional lineal positivo
unitariamente invariante. El presente trabajo de tesis esta centrado en el
estudio de una férmula de tipo Lidskii para trazas de Dixmier, es decir, una
férmula para la traza de Dixmier que dependa exclusivamente de los

autovalores del operador tomado y sus multiplicidades algebraicas.



l. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION
1.1. DESCRIPCION DE LA REALIDAD PROBLEMATICA

Es conocido que la traza de una matriz cuadrada estéa definida como la
suma de los elementos de su diagonal y es igual a la suma de los
autovalores de la matriz tomando en cuenta sus multiplicidades
algebraicas. La traza de una matriz cuadrada es un funcional lineal que
satisface Tr(AB) = Tr(BA), es decir, se anula en los conmutadores. En el
contexto de operadores lineales y acotados en espacios de Hilbert, se
busca ideales de operadores y funcionales lineales sobre estos ideales que
satisfagan propiedades como el funcional traza de una matriz, referencias
sobre este problema pueden encontrarse por ejemplo en Vasudeva H.L.
(2017).

La traza usual sobre el ideal de operadores nucleares en espacios de
Hilbert es un ejemplo de funcional traza que satisface propiedades como la
traza matricial. La férmula de Lidskii puede encontrarse en Vasudeva H.L
(2017) y afirma que la traza usual de un operador nuclear es igual a la suma
de sus autovalores teniendo en cuenta sus multiplicidades. Es asi que
surge el problema de buscar funcionales traza, es decir, funcionales
lineales unitariamente invariantes sobre un ideal de operadores cuya
expresion depende del operador y sus autovalores, es decir, demostrar una
férmula de tipo Lidskii para su expresion. Algunos estudios sobre este
problema pueden verse en Johnson, W.B. and Szankowski, A. (2014) o en
Fiegel, T. and Johnson, W.B. (2016).

Otro ejemplo de funcional traza es la traza de Dixmier, su construccion
puede encontrarse, por ejemplo, en Lord, S., Sukochev, F. and Zanin, D.
(2012). Como se ha discutido en el parrafo anterior, un problema no trivial
es demostrar una formula de tipo Lidskii para funcionales traza, es asi que

surge la problematica de demostrar una férmula de tipo Lidskii para trazas



de Dixmier. Inicialmente la traza de Dixmier de un operador en la parte

positiva del ideal
n
MY (H) = {A € L(H): A es compacto y sup ;Z 5 (A); < oo}
' "= log(n + 1) o k

se define por

1 n
Tr,(A) = w (log(n—+1)kzzlsk(A)> )

neN
donde w es un limite generalizado en el espacio de sucesiones (con valores
reales) acotadas, invariante por dilatacion y (s, (A4)),en denota la sucesion
de nameros singulares de A. Este funcional es lineal y se extiende, por
linealidad, a todo el ideal M>*(H).
Una férmula de tipo Lidskii para trazas de Dixmier es dada en Lord, S.,
Sukochev, F. and Zanin, D., 2012, p. 232 y establece que para A € M>*(H)

se cumple la férmula:

1 n
TT'w(A) = w (l()g(?’L—+1)kz=l/lk(A)> , (*)

neN
donde (1;(A)) denota la sucesién de valores propios de T, tomando en
cuenta sus multiplicidades algebraicas.
El presente trabajo de tesis establece un enfoque diferente al texto Lord,
S., Sukocheyv, F. and Zanin, D. (2012) para demostrar la férmula (*).

1.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Lo que se pretende analizar y responder son las siguientes interrogantes:

Problema General:
¢, Qué otro enfoque podriamos usar para demostrar (*)?
Problemas Especificos

1. ¢,De qué manera se construyen trazas de Dixmier?

2. ¢, Qué otros funcionales traza admiten una férmula de tipo Lidskii?



1.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

1.3.1. Objetivos generales

Usar un enfoque diferente al texto Lord, S., Sukochev, F. and Zanin, D.
(2012) para demostrar (*).

1.3.2. Objetivos especificos

1. Mostrar que las trazas de Dixmier se construyen usando limites
generalizados invariantes por dilatacion.

2. Mostrar que funcionales traza de operadores nucleares sobre espacios
de Banach con la propiedad de aproximacién, admiten una formula de
tipo Lidskii.

1.4. LIMITANTES DE LA INVESTIGACION

La investigacion la cual es naturalmente tedrica mas aun abstracta tiene
como limitantes tedricas la traza usual sobre operadores nucleares, la traza
sobre el ideal de operadores de Ruston Grotendieck y la traza de Dixmier.

No presenta limitantes ni espaciales ni temporales.



. MARCO TEORICO

2.1 ANTECEDENTES
Nacional

En la literatura actual, no hay referencias nacionales con una antigiedad
no mayor de cinco afios.

Internacional

Sukochev, F. and Usachev A. (2016). Dixmier Traces and non-

commutative analysis. Elsevier Science, 105, 102-122.

En este articulo se presentan avances recientes en la teoria de trazas de
Dixmier y aspectos de sus aplicaciones a andlisis y geometria no
conmutativa. Se describe la construccién original de la traza de Dixmier. Se
estudia una subclase de trazas de Dixmier generadas por limites
generalizados invariantes por exponenciacion. Finalmente, se aplica las
trazas de Dixmier al estudio de propiedades espectrales operadores
seudodiferenciales.

Delgado, J., Ruzhansky, M. and Wang, B. (2016). Grothendieck-

Lidskii trace formula for mixed-norm and variable Lebesgue space

En este articulo se presenta la férmula de Lidskii para operadores nucleares
definidos en un espacio combinado Lp con peso. Los resultados de este
articulo son aplicados para obtener criterios de nuclearidad y formula de

trazas para operadores periddicos en el espacio euclidiano n-dimensional,

Delgado, J. and Ruzhansky, M. (2016). Lp nuclearity, traces, and
Grothendieck-Lidskii formula on compact Lie groups, Jornal de
Mathematiques Pures et Appliquées, 102 (1), 153-172.

Es en este articulo que se generaliza la clasica formula de Lidskii para
operadores r-nucleares definidos sobre grupos de Lie compactos. Se

estudia también la distribucién de los autovalores.
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Pietsch, A. (2019). A new view at Dixmier Traces on l; ,(H). Integral
Equations and Operator Theory, 91 (3).

La construccion de la traza de Dixmier se obtiene a partir de estados
singulares invariantes por dilatacion. Sukochev, F. demostr6 que la
propiedad de invariancia por dilatacion puede ser suprimida trabajando en
el espacio nuclear debil I; ,(H). Es asi que surge una nueva forma de
construir trazas de Dixmier. Esto se discute en este articulo y resultados
principales sobre trazas de Dixmier son presentados y demostrados desde
otro punto de vista.

Fiegel, T. and Johnson, W.B. (2016). The Lidskii trace property and the
nest approximation property in Banach Spaces.

En este articulo se extiende la férmula de Lidskii para espacios de Banach
con la propiedad de aproximacion nest. Ejemplos de espacios de Banach
con la propiedad de aproximacion nest son dados. Finalmente, espacios de
Banach con la propiedad de aproximacion nest son caracterizados con la
propiedad de la traza de Lidskii.

Pietsch, A. (2017). A New Approach to Operator Ideals on Hilbert
Space and Their Traces. Integral Equations and Operator Theory, 89,
595-606.

En este articulo se presenta a los ideales de operadores via funciones
normadas simétricas. Esto permite abrir un nuevo punto de vista para
estudiar trazas en espacios de Hilbert. El resultado mas importante en este
articulo es la representacion de operadores en el ideal de operadores de
Lorents como una suma de operadores de rango finito. Ademas de
representacion de la traza de Dixmier en funcién de trazas de operadores

de rango finito.
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2.2 BASES TEORICAS
2.2.1 ESPACIOS NORMADOS

Definicion 2.2.1.1: Consideremos un espacio vectorial

(X;+;K;.) donde K = R o C. Una norma es una aplicacion
. : X - R

que satisface:
. x| =0VxeX A|lx|]] =0 & x=0;
i.  Jlax|| = la|llx]] VxeX; a € K=RoC;
ii. lx+yll < llxll + 1yl VxyeX;

El par (X; || .|]) es llamado espacio normado.

Ejemplo 2.2.1.2

Sobre R™ definimos las normas
o lxlly = X lx]
o lxllo = (S, xD):
o |[xllmax = maxf{lx;[;i = 1;2;3; ...;n}

Entonces: (R™; |[.[l1); (R™|l.1l2); (R™;|l.]|l;ner) SON €spacios normados.

Ejemplo 2.2.1.3
El espacio de funciones de clase C! con valores reales definidas en [a, b]
es denotado por
C[a,b] = {f:[a;b] — R: f,f’ son continuas }
C'[a, b] define un espacio vectorial sobre R, y si definimos la norma
1l = max{|f (x)|; x € [a; b]} + max{|f'(x)]; x € [a; b]},

tenemos que (C[a, b]; |I.1]) es un espacio normado.

Ejemplo 2.2.1.4

El espacio de sucesiones reales acotadas es denotado por
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2”2 (R) = {(a)neny € R: (a,)qen €S acotada }.

£” (R) define un espacio vectorial sobre R, y si definimos la norma
(@) nen lsup = supflanl; n € N},
tenemos que el par (£’°° (R); || . ||Sup) es un espacio normado. Similarmente,
podemos definir el espacio £ (C) de sucesiones complejas acotadas.
Ejemplo 2.2.1.5
El espacio de funciones continuas con valores reales definidas en [a, b] es
denotado por
Cla,b] = {f:[a;b] — R/ f es continua }

Cla, b] define un espacio vectorial sobre R, y si definimos las normas

¢ 1fllmax = max{lf(x); x € [a; b1},

o Nfll = fIf(0)ldx,
tenemos que (Cla, bl; || . l;nax), (Cla, bl; || -1l1) son espacios normados.
Ejemplo 2.2.1.6

Para p = 1, definimos el espacio
b
LP[a,b] = {f: [a,b] — C: f es Lebesgue medible y J lf (x)|Pdx < 00}.
a

El espacio L?[a, b] define un espacio vectorial sobre C. Una norma sobre

LP[a, b] esta dada por
b 1/p
Ifl, = ( | If(x)lpdx> ,

luego, el par (L?[a, b]; |I. |l,) es un espacio normado.
Ejemplo 2.2.1.7

Para p = 1, definimos el espacio

P(R) = {(an)neN cR: Zlanlp < oo}

El espacio [P(R) define un espacio vectorial sobre R. Una norma sobre
[P (R) esta dada por
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© 1/p
l@dnenll, = <Z|an|p) ,
n=1

Luego, el par (ZP(IR); ||.||p) es un espacio normado. Similarmente,

podemos definir el espacio [P (C), donde las sucesiones son complejas.

Definicion 2.2.1.8: Sea (X;|| .|| ) un espacio normado y (a,),ey € X una

sucesién en X. Decimos que (a,)neny CONVerge a un punto x € X si:

Ve >0;Iny €N:lla, —x|| <& Vn=n,.
Que la sucesion (a,)ney € X converja al punto x es denotado por

lim a, = x.

n—oo

Observacién 2.2.1.9

Usando la definicion anterior, es sencillo demostrar la siguiente propiedad:

Sea (X;||.|l ) es un espacio normado y (a,)nen, (bn)ney € X  SON
sucesiones en X. Si
lim a, =x, lim b, =y entonces lim a, +b, =x+y.

n—ooo n—ooo n—ooo

2.2.2 ESPACIOS DE BANACH

Definicion 2.2.2.1: Sea (X;|| .|| ) un espacio normado y (a,)n,ey € X una

sucesioén, decimos que (a,)nen €S de Cauchy si:

Ve >0;Iny, €EN:|la, —a,ll <& Vnm=n,
Definicion 2.2.2.2: Sea (X; || .|| ) un espacio normado. (X; || .|| ) es llamado

espacio de Banach si toda sucesion de Cauchy en X es convergente en X.

Ejemplo 2.2.2.3
Los espacios
(P@R); - 11p), (= R); I - s ), (LPa, BY; 1I-1lp), (€', BT; I 1D, (Cla, b]; |I - llmax), (Cla, bT; 11 - 1l1)

son espacios de Banach.

Un lema importante, en el contexto de espacios normados, es el siguiente:
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Lema de la combinacion lineal

Sea {x;; x,; ...; x,} un conjunto linealmente independiente de vectores en
un espacio vectorial normado (E; || .||). Entonces:

existe un numero ¢ > 0 tal que para cualquier coleccién de escalares
;5 Kyj ... X, tENEMOS:

llocy xq +0¢; xp+.. +, x|l = c(Jocq | + [ | + o+ [y ]).

Demostracion:
ler caso: Consideremos s = |o¢; | + |oc,| + -+ |, | = 1 luego la desigualdad
se convierte en

llocy 3 +0<5 xp ..+, x|l = €
Probaremos que para toda coleccién de escalares B4; B5; -..; B tal que
1B1] + 1B2] + -+ |Bn] = 1 Se verifica ||f1x; + Brxz+.. +Bux,]| = ¢ para algin
c>0.
Veamos por reduccién al absurdo
Negando: V ¢ > 0; 3 By; B5; -..; Bn €scalares tal que |B| + |B2] + - Bl = 1
y

|B1x1 + Boxo+.. +Brxpll < ¢
Haciendo ¢ = %; k €N. 3BF; BE; ...; BX escalares / ||Bfx, + BYxy + -+ +
Blxa|| <+
Llamando

Vi = By + BExy + -+ Blx,  se tiene: [ly,ll <+ luego Ilyll -

0 cuando k = o
Y como |Bf|+ |BY|+ -+ Bkl = 1entonces ||Bf|| <1, Vj=12,..,n
Por tanto la sucesion (ﬁ}‘)kEN esacotadaenRVj=12,..,n y por el
teorema de Bolzano Weiersstras existe una subsucesion convergente

Es decir: paracada j = 1,2, ... ,nlasucesion (), _ tiene una subsucesion

(ﬁj’."‘m) , convergente a un escalar que le llamaremos ;.
me
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Sea (Y, )men = (ﬁf’”xl + Bf"‘xz + ot BEmx Ymen  SUbsucesion de

(Ym)meN
Luego

View = Br™%1 + By™x, + -+ By"x,  Donde  |B™| + |By™] + - +

B =1
Ademas
,Bfm - [; cuandom — oo
,8;‘"‘ - B, cuandom —
,8,’:"‘ - B, cuando m = o
Entonces:
Vi, 2V = B1x1 + Baxo+. . +Bpxy A [Brl + B2+ [Ba]l = 1
Esto es,

No todos los  By; By ...;Bn SON ceros simultaneamente y como
{x1; x9; ...;xp} €S L.L

Se tiene que y = By1xq + Boxo+.. +Bpxy # 0

Por otro lado

Yk,, = ¥ Entonces: |lyx, || = llyll pero [yl - 0 cuando k —» o entonces

y=0(=«)

2do caso: sea s = |o¢q| + || + -+ |, | tenemos:
e Sis =0 no hay nada que probar.

e Si:s # 0 consideremos:

aq
P1 =?i Br=—;..; Bp=—

Es claro que |B;| + |B2| + -+ |B,| = 1y por el caso anterior Existe un nimero

¢ >0 tal que

S
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Luego
o<y x1 +0¢, xp+.. +0¢, x|l = .5 = c(Jocy| + [ocy| + -+« [oc, ).

Como aplicacion del lema de la combinacién lineal tenemos el siguiente
teorema:
Teorema 2.2.2.4: Si (X,|.]]) es un espacio normado con dimX < oo,
entonces (X, ||.||) es un espacio de Banach.
Demostracion:
Sea (X, ||. |]) un espacio con dim X = n, luego consideremos {ey; e,; ...; e,}
una base de X.

Ahora consideremos (y)x ey Una sucesion de Cauchy en X.

Entonces para cada k € N cada y, tiene representacién unica de la
forma:

Ve = ake; + ake, + ... + ake,
Por ser (yx)x e y UNna sucesion de Cauchy
Ve >0,aAn,eN: |y, — vl < g Vk;r = ng
Entonces:
Iy — vl = ||(a¥e, + ake, + ... + ake,) — (aley + aje, + ... + akey)|| =

|(af — a)e, + (af —a})e, + -+ (ak — al)e,| < €.

Por el lema de la combinacion lineal tenemos que
3¢ >0:(|af —al| +|af —af|+ -+ |ak —a}|)c <y — 3l < E.

Por lo tanto
|a!‘—a-r| <E Vji=1,2;..;n
j j c ] - ) &y ey 1L
k
con lo cual (a)en €s de Cauchy en R.
Sea «y; Xy;..; %, / af 5 cuandok - oo; j=1;2; .5 n

Llamemos y = «; e; +%, e, + -+, e, € X.

Luego se tiene:
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n n n
k k
e =yl = [0 > adey |- [ Y || = [ (ak—))e;
=1 =1 =1

n
< D e =lle
j=1

Como af »«; cuando k —» o0; Vj =1;2; .. ; n. Entonces Vi =
y cuando k — oo.

Por lo tanto queda probado que toda sucesion de Cauchy en X es
convergente en X, luego (X, ||.]|) es un espacio de Banach. -
2.2.3 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO

Definicion 2.2.3.1: Consideremos un espacio un espacio vectorial

(H; +;K;.) Donde K es R o C. Un producto interno es una aplicacion:

(.;.)HxH > K

tal que satisface:

. (x)=0VxeH A{x;x) =0 x=0
i. {ax+By;z)=alx;z)+ B{y;z)Vx,y,Zz€H ANa,B €K
i.  (Gy)={(sx)Vx,y€EH

El par (H,{. ; .)) es llamado espacio con producto interno o pre-Hilbert.

Observacion 2.2.3.2
El producto interno es conjugado lineal en la segunda variable.
Seax,y,z€H Aa,p € K luego:
(x; ay + Bz) = (ay + Bz; x) = (ay; x) +(Bz;x) = aly; x) + L(z; x)
= aly;x) +B(zx) = alx;y) + B {x;z)

Un resultado elemental en todo espacio con producto interno es la

desigualdad de Cauchy-Schwartz:

1 1
() < (G x)2(y;¥)2 Vx,y €H,
donde la igualdad se cumple cuando x e y son linealmente dependientes.
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Observacion 2.2.3.3
Si (H,(. ; .)) es un espacio con producto interno, es inmediato demostrar

que ||x|| = {(x;x)¥/?, x e H define una norma en H.

Definicion 2.2.3.4: Sea (H,{. ; .)) un espacio con producto internoy A
un subconjunto de H. El conjunto A es llamado ortonormal si (x; y) =
0,Vx,ye Aconx #y;y(x;x)=1,Vx € A.

Definicion 2.2.3.5: Un espacio de Hilbert es un espacio con producto
interno y completo con la norma definida a partir de su producto interno.
Una desigualdad importante es la llamada desigualdad de Bessel:
Teorema 2.2.3.6 (Desigualdad de Bessel): Sea (H,{(.; .)) un espacio
pre-Hilbert, y {ey; e; ...; en; ... } UN conjunto ortonormal de H. Entonces todo

x € H verifica

(o]
> el < flxl?
n=1

Demostracion:

Sea x;= (x;¢;), i € N luego:

=12l = ) i fes )= D T (wed+ ) ) T (eiey)

i=1 i=1 i=1 j=1

= 2 = ) o f?

i=1
De donde: 0 < [|x||* = XLy loq; > = BT loc]? < lx]|?

Tomando limite:

o o]
Dol < x> = Y I el < ).
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Definicién 2.2.3.7: Sea (H,(. ; .)) un espacio de Hilberty A un subconjunto
ortonormal de H. El conjunto A es llamado una base ortonormal de H si:

(x,a) = 0,Va € A, entonces x = 0.

Teorema 2.2.3.8: Sea (H,(. ; .)) un espacio de Hilberty {e;; e,; ...;ep; ... }

una base ortonormal de H. Entonces todo x € H puede escribirse de la

(o]
x = Z(x; ex)ex
k=1

forma

Demostracion:

Basta observar que

(x — Z(x; ex)er,em) = 0,Vvm €N,
k=1

luego

[oe)
x = Z(x; ex)ex
k=1

2.2.4 OPERADORES LINEALES ACOTADOS.

Definicion 2.2.4.1: Sea (X; || . llx) y (Y; |l . |ly) dos espacios normados y una
aplicacion T: X - Y que satisface:

. Tx+y)=Tx)+T(y) Vx; yeX

i. T(ax)=aT(x) Vx€X A a €eK= RoC

T, asi definido, es llamado un operador lineal.
Definicion 2.2.4.2: Sea (X;||.llx) y (Y; || . lly) dos espacios normados. Un

operador lineal T:X - Y es llamado acotado si existe un M > 0 tal que
ITxlly < Mllxllx,V x € X.
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Ejemplo 2.2.4.3
SeaT:(Cla,bl; || - llmax) = R
f=TE =[] fO)dx
Usando la linealidad de la integral, es inmediato afirmar que T es un

operador lineal. Veamos que T es acotado
Si f € C[a, b], entonces

b
T(f)] = f FG)dx

b b b
< j FCOldx < j max{(f(x) / x € [a; b]}dx = f 1 lmaxdx

b
= 1fll e f 1dx = (b — O lIfllnass

luego |T(f)| < (b — a)||fllmax- PoOrlo tanto, T es un operador acotado.

Ejemplo 2.2.4.4
Sea T:I?(R) - I2(R), T((a,)nen) = (0,a4,a,,as,...). Es claro que T es un
operador lineal. Como

1T ((@)nem)llz = [(an)nenll2s
entonces T es un operador acotado.

Ejemplo 2.2.4.5
Sea T:I%2(R) - I?(R), T((ap)nen) = (ay,az,ay,...). Es claro que T es un
operador lineal. Como

T ((@)nem)ll2 < (@) nenll2s
entonces T es un operador acotado.

Sea (X;||.llx) ¥ (Y; 1l .1ly) dos espacios normadosy T:X — Y un operador

lineal acotado, luego ||Tx|ly < M||x||x V x € X,paraalgun M > 0. Para x #

0 se tiene % < M y por lo tanto el conjunto {
X

ITxlly |

llxllx *

X # 0} es acotado
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superiormente y asi existe su supremo. Este supremo es denotado por ||T||,

es decir,
Tx
IT|| = sup {u,x * 0}.
[E4(P%

Esto nos induce una norma en el espacio
L(X;Y)={T:X - YT es un operador lineal acotado},

Luego, (L(X;Y); |l.|]) es un espacio normado.

Ejemplo 2.2.4.6
SeaT: (C[a; b]: Il . ”max) - R

f =T = f] f@)dx.
Como
IT(OI = (b= )If llmax
entonces ||T|| < (b — a).
Ejemplo 2.2.4.7
Sea T:I12(R) - I>(R), T((@p)nen) = (0,a4,a5,as, ...).
Como

”T((an)neN)llz = ”(an)neNHZ:
entonces ||T|| = 1.

Ejemplo 2.2.4.8
Sea T: I>(R) - I>(R), T((@n)nen) = (@2, a3, ay, --.).
Como

”T((an)neN)llz < ”(an)nENllz;
entonces ||T|| < 1.

2.25 OPERADORES DE RANGO FINITO - OPERADORES
COMPACTOS.

Definicion 2.2.5.1: Sean H,, H, dos espacios de Hilberty T € L(H,; H,). El
operador T es llamado de rango finito si dim(/mT) < oo, donde ImT denota

la imagen o rango de T.
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El espacio de operadores de rango finito de H; a H, es denotado por
F(Hy;Hy,) ={T € L(Hy;H,) | T es de rangofinito}.
Adicionalmente a esto, si H; = H, entonces F(H,; H;) se escribira como

F(H,).

Teorema 2.2.5.2: F(H,; H,) es un subespacio vectorial de L(Hy; H,).
Demostracion:

Sea T,,T, € F(H;;Hy) = dimIm(T; + T,) < dim Im(T;) + dim Im(T,) <
o0,

Porlotanto T; + T, € F(Hy; Hy).

Obviamente que < T, € F(H;; H,) para todo « escalar. -
Definicién 2.2.5.3: Sean H;; H, dos espacios de Hilberty T € L(Hy; H,).
El operador T es llamado compacto si para toda sucesidn acotada
(xp)nen © H; existe una subsucesion de (Tx,),ey © H, convergente.

El espacio de operadores compactos de H; a H, es denotado por
K(H,;H,) = {T € L(H,; H,) /| T es compacto}
Adicionalmente a esto, si H; = H, entonces K(H;; H;) se escribira como

K(H,).

Teorema 2.2.5.4: K(H;; H,) es un subespacio vectorial de L(H;; H,).

Demostracion:

Sea T, T, € K(Hi; Hy) v (x)ney © H; una sucesién acotada entonces
3(x )neny € (X)nen acotada tal que (Tx, )neny © H, CcOnvergente

Como T, es compacto entonces 3(x, )nen € (Xn)nen tal que (Tx, )pen €
H, convergente, luego (T; + T,)(x,~) es convergente. Portanto T; + T, €

K(Hlin)-

Es obvio que « T; € K(H;; H,), Vx € K.
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Observacion 2.2.5.5
L(H) es un algebra sobre el cuerpo K= Ro C con las operaciones de

suma puntual y composicion.

Teorema 2.2.5.6: K(H) = K(H; H) es un ideal bilatero del algebra L(H).
Demostracion:
Por el teorema anterior K(H) es un subespacio de L(H). Veamos ahora que

1) TR € K(H),VR € K(H),VT € L(H)
2) RT € K(H),VYR € K(H),VT € L(H).

En efecto:

1) Sea (x,)n,ey © H sucesion acotada entonces existe una
subsucesion (x, )neny € (x,)ney acotada tal que Rx,- — r como “T”
es continua se tiene TRx,- — Tr. Por tanto TR es compacto.

2) Sea (x,)neny SucesiOn acotada, entonces (Tx,),ey €S acotada.
Luego existe una subsucesion (x,;)neny € (X)) nen Tal que (RTx,, ) nen

€s convergente.
.

Teorema 2.2.5.7: Sea X un espacio de Banach. Entonces

dimX < o0 © V(x,)neny € X acotada, existe una subsucesion (x;,-) ey ©

(¢ )nen tal que x,r - x.
Demostracion:
(=) Sea dimX = n. Supongamos que {e;; e,; ...; e,} €S una base para X.

Consideremos: (x*),ey © X una sucesion acotada, entonces existe M > 0

tal que |x*| < M,vk € N

xt =o} e; +od ey + -+l ey
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x? =x? e; +%2 e, + - +X3 e
x/ =o<{ e, +oc£ e, + - +0<{ e; flandoje N
Por el Lema de la combinacién lineal:
3¢; > 0 tal que (Jocy | + |ocy| + -+ + |oc, e < ||xf]| <M; j €N

=>|o<;|S|o<1|+|oc2|+---+|o<n|s?ParalSpSn
j

= (<)) esuna sucesion acotada en R
p JEN

Jk J Jk
= 3(oq) )kE W C (ocp)jE , s convergente, luego eqf—ec, cuando k — oo

Definamos: x =x; e; +x, e, + - +x, e, €X
xe =oclk e, +ocJk e, + - +acfk e Claramente: (x7%) o © (xj)jEN
Ademas [|xfk — x|| = [|Zrs; (o~ )e, || < B |ocik—ocy]. ||, || =

0 cuando k — o

= lim x/k = x
k—o0

(<) Supongamos que dimX = oo

e Seax; €X / |lxll=1yseaf, = L{x,}; fi = f, cerrado en X.

. 1
Por el lema de Riesz, para 6 =2 ,3x, €X: x; —x1]l =0 == A

N |-

|2l = 1
Sea f, = span{x;; x,}; f, = f, cerrado en X.

Por el lema de Riesz, 3x; € X: ||x3 —x|| =0 = % VX € fo Alxg]l =

1
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En particular: [|x; — x,|| = % A lxg = x4l =

N |-

Siguiendo inductivamente: obtenemos una sucesion
(x)nen en B(0;1) tal que ||x,,, — x|l = % de donde se sigue que
(x,)nen NO tiene subsucesiones convergentes, lo cual contradice la
hipotesis.

|

Como consecuencia directa del teorema 2.2.5.7 se tiene:
Corolario 2.2.5.8: Se cumple

a) F(Hy;Hy) € K(Hy; Hy) € L(Hy; Hy)
b) SiT € L(H; H,) ydimH, < o = T € K(Hy; Hy).

2.2.6 OPERADOR ADJUNTO.

El teorema de representacién de Riesz es conocido y puede encontrarse
en cualquier referencia de Analisis Funcional. El resultado es el siguiente:
Teorema de Representacion de Riesz

Sea H;; H, dos espacios de Hilberty h: HixH, — K una forma sesquilineal
acotada, es decir es una funcion lineal respecto a la primera componente y
lineal conjugada respecto a la segunda componente; ademas existe un ¢ >
0 tal que |h(x;y)| <cllxlllyll, vx € H,Vx € H,. Entonces"h" puede
escribirse de la forma h(x;y) = (Sx; y), donde: S: H; - H, es un operador

lineal acotado. Ademas S estd Unicamente determinado por h y ||S] =

Il = sup (i)

y#0
A continuacion, mostramos la existencia del operador adjunto:
Teorema 2.2.6.1 (existencia y unicidad del operador adjunto): Sean
H,; H, dos espacios de Hilbert y consideremos T: H; - H, un operador
lineal acotado. Entonces existe un unico operador T*:H, — H; lineal y

acotado tal que:
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(Tx; ¥y =(x;T*y) y ITIl = IT"||
Demostracion:

Definamos h:H,xH; = K / h(y; x) = (y; Tx). Claramente h es una forma

sesquilineal acotada.

Ademas:

|h(y; | = [y; T < ITxMyll < [Tyl = NT 1y
= Al < IITII.

Por otra parte

xy=0 UIXIYI) xyzo UllxXIVIL) — xrezo UllxIHIT I '

Por lo tanto ||k|| = [|T]I.
Luego por el teorema de representacion de Riesz existe un anico operador
T*:H, » H; lineal y acotado tal que: h(y;x) = (T*y;x) = (y;Tx) =

(T*y; x). -

Definicion 2.2.6.2: Un operador lineal T: H —» H se dice autoadjunto si T =

T* ,donde H es un espacio de Hilbert.

Definicion 2.2.6.3: Consideremos un espacio de Hilbert “H” y un operador
lineal acotado:

T:H-H
El escalar 1<K es un valor propio de T si existe un vector no nulo x € H,

tal que T(x) = Ax.

Todo vector no nulo que satisfaga la condicion anterior se llama vector

propio de T, asociado al valor propio A.
Teorema 2.2.6.4: Los autovalores de un operador autoadjunto T € L(H)

son numeros reales y sus autovectores correspondientes a distintos

autovalores, son ortogonales.
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Demostracion:

Sea T € L(H) un operador autoadjunto y sea A un autovalor de T,
correspondiente al autovector v, entonces: Tv = Av.

Ahora:

MNv; v) = (Av;v) = (Tv; v) = (V: Tv) = (V: W) = (Av; V) = L. (v;v) = L. (v; V),

de donde:
A=A
Por otro lado, sean A, f autovalores diferentes y sus respectivos
autovectores v; w
Entonces:
Tv=2Av; Tw = fw.
Ahora:
My w) = (Av;w) = (Tv;w) = (v; Tw) = (v; fw) = B(v; w)
> A= Bv;w)y=0A1 %= B = (v;w)=0. -

Teorema 2.2.6.5: Sea T un operador autoadjunto, entonces:
ITII = sup{{Tx; x)|/ Ilx|l = 1}
Demostracion:

e Por la desigualdad de Cauchy - Schwartz:
KT y) = [y; T < AlyllITxl < [y IIT1Hxll = [Tyl

Parax =y, |lxIl =1 setiene: [(Tx;x)| < [ITlllx|l|lx]l = [IT]]
= sup{l(Tx; )|/ llxll =1} < IITI|

e Porlado: denotemos por s = sup{|(Tx;x)|/ |lx|| = 1}.
Seax;y € Hentonces(T(x +y);x+y) —(T(x —y);x —y) = 4Re(Tx; y)
Aplicando desigualdad triangular y la identidad del paralelogramo,
obtenemos:
4|Re{Tx; ) < IT(x +y);x +y[ + |T(x —y);x =yl
< s(llx + ylI? + llx — ylI?) = 2s(llx]1* + Iy lI?).
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En particular, sitomamos x € H con ||x|| =1y Tx # 0, y = ||Tx||"Tx

Se obtiene
1
ITx|| = Re(Tx; ||Tx|| " Tx) < Es(l +1) =s.

Por lo tanto,
Tl = sup{{Tx; x)|/ lIx|l = 1}.

2.2.7 TEORIA ESPECTRAL ELEMENTAL

Teorema 2.2.7.1: Sea H un espacio de Hilberty T € L(H) compacto y

autoadjunto, entonces ||T|| o — ||T|| es un autovalor de T.

Demostracion:

ler caso: SiT = 0 setiene que 1 = 0y por lo tanto el resultado es trivial.

2do caso: SiT # 0, como T es autoadjunto, por el teorema 2.2.6.5 se tiene

ITII = sup{{Tx; x)|/ Ilx|l = 1}
Entonces existe una sucesion (x,),ey © H tal que ||x,|| = 1y {Tx,; x,)| =
Tl
Luego ({(Tx,; x,))neny © R €s acotada y por el teorema de Bolzano —
Weierstrass existe una subsucesion (x,,) < (x;)nental que (Tx,,; x,,) —
AER.
Entonces

T Xud| = 141 = |IT],

de donde A = ||T|| o A = —||T]||.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 4 = [|T]||.
Como
0 < 1T — Tl 12 = T 17 = 20T IKT 275 %7 + TN

< 2||IT||? = 2|IT|{Tx,; x,7) = O

Entonces
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Tx,r —||T||x,» = 0.
Luego, por compacidad existe una subsucesion (x,) c (x,/) tal que

Txn, =y € H, esto nos dice que (||T||x,) — y. Por lo tanto x,» — ﬁ

concluyendo que Tx,,» - T (”i—”) = vy. Por tanto, T(y) = ||T||y de donde

|IT|| es autovalor de T. -

Lema 2.2.7.2: Sea T € L(H) y M un subespacio invariante por T, es decir,

T(M) c M. Entonces M+* es invariante por T*.

Demostracion:
Seay € M+, entonces para cada x € M se tiene {x; T*y) = (Tx; y) = 0 (pues
T(M) c M). Luego:
T*y € M+,

|
Teorema 2.2.7.3: (Espectral para operadores compactos
autoadjuntos)
Sea T € L(H) un operador compacto autoadjunto, entonces existe un
sistema ortonormal {x;; x,; ...; x,,; ... } de autovectores de T con autovalores

correspondientes: 1;; 1,; ... A,; ... tal que para cada x € H, se tiene:

Tx = z A (TG X)Xy v e e )

Si la sucesion (4,,(T)) es infinita, entonces: 1,(T) —» 0 cuando n — oo.
Demostracion:

Por el teorema 2.2.7.1, T tiene un autovalor A, tal que |A,| = ||T|| . Sea x;
un autovector asociado a 4, tal que ||x,|| = 1.

Sea H, = (span{x;})* . Como (span{x,})* es invariante por T, entonces
por el lema 2.2.7.2, H, es invariante por T* =T, (T(H;) C H,).

Ahora consideremos T, = T/H,, entonces T, es compacto y autoadjunto en
H,, luego por el teorema 2.2.7.1, T, tiene un autovalor A, con |A,| = [|T,]l,
ademas [1;| = IToll < ITIl = 144].
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Sea x, un autovector asociado a 1, tal que ||x,|| = 1.

e SiA; = 1, consideramos x; L x,

e SiA; # 1, entonces x; L x,, por teorema 2.2.6.4.
Ahora sea H; = (span{x;; x,})*, entonces por el lema 2.2.7.2 tenemos que
T(H;) c H; c H, c H; = H.
Ahora consideremos T; = T /H5, entonces T; es compacto y autoadjunto en
H,.
Continuando con este proceso, hemos construido una sucesion de
autovalores (4,),.y de T tal que |4,41] <|4,,Vn € N |, y un sistema

ortonormal de vectores {x; x3; ...; Xp; ... }.

Como T es compacto, entonces si la sucesion (1,),.y €s infinita tenemos
que lim A,,,,; = 0.

n—-oo
Ahora veamos la representacion de T

Caso 1:si T,,; =0 paraalginn € N.

Sea

n
Vp =X — Z(x; X))Xj = Yo € Hyyq = (L{x1; X205 o X D

j=1
Tn+1(yn) = T(yn) =0
=>T|lx— ) (x)x; |=0=>Tkx) = ) (x;x)T(x;)
; 1] ; j j
5 T() = Y (G aiyxg = T = ) A x),
j=1 j=1

Caso2 T, #0,vn € N

Sea:

n
Y =X = D 0G0 5 Y € (L0020, %, e D = Hya

j=1

n
= T Gl = {[TGO = D 23665935 < T 3l

j=1
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Pero:

n
Iyl = |} = > s 0| < Ml

J

Por tanto:

n
T(x) — Z/lj(x; X)X || < [Ansalllx|l = 0 cuandon - oo
j=1

~Tx) = le(x; X)X
j=1

Teorema 2.2.7.4: (Espectral para operadores compactos)

SeaT € L(Hy; H,) un operador compacto, entonces existe una sucesion de
nameros reales no negativos s;(T) = s,(T) = -+ = s, (T) = 5p41(T) = -+ =
0 y sistemas ortonormales (x,,),,»1 € Hy; (¥n)n=1 € H, tal que para cada x €

H, se tiene:

[00]

Tx = Z Sn(TYx; )y ¥y Sp(T) = 0si (sn(T))nEN es infinito.

n=1
Demostracion:
Sea T € L(Hy; H;) un operador compacto, entonces T*T € L(H,) es
compacto y autoadjunto luego por el teorema 2.2.7.3, tenemos un sistema

ortonormal {x;; x,; ... } de autovectores de T*T y

T*Tx = Z A (T*T)(x; %) %,.
n=1

Por otra parte, como
(T*Tx;x) = (Tx; Tx) = ||Tx||> > 0
Entonces
A(T*T) = A1 (T*T) > 0.
Probemos la siguiente afirmacion:
Afirmacion:
Ker(T) = Ker(T*T)

(c) Trivial
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(o) Seax€Ker(T'T)=>T'Tx=0=>(T*Tx;x) =0=(Tx;Tx) =0
> ||ITx||=0=>Tx =0 = x € Ker(T).
Consideremos

Txy,

T

Entonces
s ) = (Tx; Txp) _ (T*Txy; Xm)
VA (T*T). Ay (T*T)  \J A0 (T*T). Ay (T*T)
_ (A (T T)xp; X)) _ _ {1; n=m
ST T A (T T) 0 m#Em

Como: H, = (Ker T) @ (Ker T)*,(Ker T)* = ImT, entonces por el teorema

2.2.7.3, tenemos que {x;; x,; ...} €s una base ortonormal para ImT y
Tx = Z Al 2 )%, V x € H,.
K=1
Luego

x€ H =(KerT)@® ImT = x = u+Z(x;xn)xn

n=1
=>Tx=Tu+ Z(x; X )Txy,
n=1
Pero Tu =0, pues u € KerT.
De donde

Tx = > T )y
n=1
Si escribimos s, (T) = /A,(T*T) entonces

o)

Tx = Z S (TG X))V e eeeeenns (2)

n=1

Es importante notar que:
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e 5,(T) es llamado el n — esimo numero singular de T.
e La representacion (2) es llamada la representacion Hilbert —
Schmidtde T.

El siguiente corolario, muestra que el espacio de operadores de rango
finito es denso en el espacio de operadores compactos.

Corolario 2.2.7.5: F(H) = K(H)

Demostracion:

Sea T € K(H) entonces existe una sucesion de numeros reales no
negativos s1(T) = 5,(T) =+ = 5,(T) = 5p41(T) =2+ =0 y sistemas

ortonormales (x,,),»1 € H; (y,)n»1 € H tal que para cada x € H se tiene:

o

Tx = Z Sp(TY(x; )V » Sn(T) = 0 si (sn(T)) es infinito.

n=1

Si definimos

n

To= ) 5e (X 5%y € FOH),

k=1
entonces T, = T cuando n — oo, por lo tanto T € F(H) -
De forma similar al corolario anterior, puede demostrarse el siguiente
corolario:
Corolario 2.2.7.6: Sea Bx = Y;_;a,(x;x,)y,, donde (x,), (3,) son
sistemas ortonormales y (a,),s; Una sucesion decreciente de nimeros no

negativos que converge a cero, entonces B es compacto y a,, = s, (T).

El siguiente corolario, muestra la representacion Hilbert-Schmidt del
adjunto de un operador:
Corolario 2.2.7.7: Sea Tx = Y71 S, (T){x; x,,)y, la representacion Hilbert-

Schmidt de T. Entonces

oo

T"x = z S (T){X; Y )2

n=1
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Demostracion:
Por linealidad y continuidad, bastaria demostrar que (. ; x, )y,)* =
(5 m dxn)™
Sea R = (.;x,)yn = Rx = (x; x,,)y,. Luego

(Rx; y) = (s x0)ym; ¥) = 6 0 X ¥) = €6 (Y5 Y dxn),
por lo tanto

Ry =(y;yn)xn = R* = (. ;y)x,.

Observacién 2.2.7.8
Como

o)

T = ) sy (T Y,

n=1

por el corolario 2.2.7.6, tenemos
Sn(T) = Sn(T*)

El siguiente teorema, da una caracterizacién de los numeros singulares.
Su prueba puede encontrarse en Gohberg, I., Goldberg, S. and Kaashoek,
M. ,2003, p. 251.

Teorema 2.2.7.9 (teorema de MIN - MAX):

s,(T) = min max Tl
"M dim M=n—1 . llx||
x

Luego: s:(T) = |IT]|

Como consecuencia directa del teorema anterior, tenemos el corolario
siguiente:
Corolario 2.2.7.10: Sea “A” un operador compacto y “B” un operador
acotado
Entonces

sn(AB) < ||Blls,(4)

sn(BA) < [|Bllsn(4)
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El siguiente corolario puede encontrarse en Gohberg, I., Goldberg, S. and
Kaashoek, M. ,2003, p. 252 y afirma que:
Corolario 2.2.7.11: Si Ay B son operadores compactos, entonces:

|sn(A) —sp(B)I < |A—BJl; vneN

Observacion 2.2.7.12
Por el corolario 2.2.7.11, si A, = A entonces sy (4,) = sx(4), k =123, ....

DESIGUALDADES DE LOS NUMEROS SINGULARES
Més desigualdades de los numeros singulares pueden ser encontradas en
Gohberg, I., Goldberg, S. and Kaashoek, M. (2003) y Gohberg, I., Goldberg,
S. and Krupnik, N. (2000) entre los cuales resaltan:

1. Lemade WEYL.

Paracadan € N

ZIA | = Zs,(A)

]_[lz () < ﬂs,(A)

Otras desigualdades:

2. Sip =1, entonces

D@l <) sl
j=1 j=1

3. Sip =1, entonces

n

Z[sj(A +B)) <

j=1 J

(55 +5,8))"

A
.M=

1

4. Sip =1, entonces

Z(S](AB) Z s@) (5®)".

j=1
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6. Sip =1 setiene

zn: s](A+B) < zn: s](A) + Zn:(sj(g))p
= :

T
Sl

2.2.8 LA TRAZA USUAL

Definicién 2.2.8.1: Una traza ¢ sobre un ideal bilatero de operadores J es
un funcional lineal positivo unitariamente invariante, esto es ¢:J - C es

un funcional linealy @(U*TU) = @(T); VT €],vU € L(H) unitario.

El siguiente teorema muestra que todo funcional lineal sobre un ideal

bilatero I es una traza siy solo si se anula en el subespacio conmutador de

I.

Teorema 2.2.8.2: Un funcional lineal ¢ sobre J es una traza si y solo si
©(AB) = ¢(BA); VA €],VB € L(H)

Demostracion:

(€) (U T) = p(U(UT)) = e((UU)T) = o(T)

(&) Es conocido que todo operador lineal y acotado en un espacio de
Hilbert puede expresarse como combinacion lineal de cuatro operadores

positivos, es decir, si B € L(H) entonces

B = Z a; U;; donde U;e L(H) unitario, a; € C,i = 1,2,3,4.
i=1
Primero veamos que: ¢@(UA) = ¢(AU); VA €],VvU € L(H) unitario.

En efecto,

p(UA) = (U UAU) = @(AU).
Como
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entonces

@(AB) = <P<AZ4: aﬂz) z a;p(AU;) —iai(P(UiA) =¢ (i aiUi)A

i=1 i=1 i=1 i=1
= @(BA).
|
Antes de introducir la traza usual, es importante definir el ideal de
operadores nucleares
Definicion 2.2.8.3: Sea H un espacio de Hilbert separable y T € K(H). El

operador T es llamado nuclear si

2 5, (T) < co.
n=1
El espacio de operador nucleares es denotado por

S;(H)=4{A € L(H) : Aescompacto y Z s,(A) < 00}.

n=1

Usando las desigualdades de los numeros singulares no es dificil demostrar
que S;(H) es un ideal bilatero del espacio L(H) de operadores lineales y
acotados.
A continuacion, definimos una norma en el espacio de operadores
nucleares:
Teorema 2.2.8.4:

Il Ml Si(H) - Ry

(o]
A Al = Z sj(A) esunanorma.
j=1
Demostracion:

1) Comolos s;(4) =0, V j € N, entonces

e}

Z sj(A) = 0.

j=1

Ademas
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o

lAlly = )" 5;(4) = 0 = 5,(4) = lAll sy = 0 & A = 0
j=1

2) Seaa € C,A € S;(H), entonces

laAll; = isj(aA) = ZJ [(ad)*(ad)] = i /az A;[A*A]

j=1
2|a|/ (4] |a|Zs,(A)—|a| Al

3) Usando las desigualdades de los niumeros singulares tenemos que

l4+Blli = ) 5(A+B) < > 5;(4)+ > 5(8) = 1Al + 1Bl
j=1 j=1 j=1 |
Teorema 2.2.8.5: S;(H) es un espacio de Banach con lanorma || . ||;

Demostracion:
Sea (4,)neny © S1(H) una sucesion de Cauchy, entonces
Ve>0,amyeN mn > myg = |[4, — 4,1 <e
Pero
I1Am — Anll ey = $1(Am — An) < |4y — Aplly <e.
Luego (A,)nen €S una sucesion de Cauchy en L(H) el cual es completo,
entonces existe un operador A € L(H) tal que ||A,, — All;r) = 0 cuando
m — oo, ademas como 4,, es compacto Vm € N, por el corolario 2.2.7.5,
tenemos que A es compacto.

También
k

> 50l = A) < l1An = Al <2
j=1

y haciendo m — oo, se tiene:
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k
ZS]-(A”—A) <gvVn>my, = |4, —A|l; <&V n>m,.

j=1
Por lo tanto,

A, - A,cuandon —» o enlanormal| . ||;

A continuacion, introducimos la traza usual de un operador nuclear:
Definicion 2.2.8.6: Sea A € L(H) un operador compacto y sea (¢;,)ey Una

base ortonormal de H. La traza usual de A esta definida por:

Tr(4) = ) (Apni gn)
n=1

El siguiente teorema muestra que la suma de arriba esta bien definida:

Teorema 2.2.8.7: Si T € S;(H), entonces la serie

D (Tew,e)
k=1

converge absolutamente para cualquier base ortonormal (ej),ey de H Yy su
suma es independiente de la eleccion de la base.

Demostracion:

Sea

7= sl i )

la representacion Hilbert-Schmidt de T. Primeramente, veamos que la serie
del enunciado converge absolutamente:

o] o

D Tewe =)

k=1 k=1

5

n=1

S oS

n=1 n=1

oo

O sn(T) e Xl €5

n=1

Sn(T) I(ek’xnxyn' ek)l
k=1

1/2 , » 1/
|<ek,xn>|2> <Z|<yn,ek>|2>
k=1

40

2



(0] 0]

<D s Mllalllnll = ) sn(M) <o,

Veamos ahora que la suma no depende de la base ortonormal elegida:

i(Tek» ex) = i sn(T) i(ek' Xn )V €x),
k=1 n =1

=1
Como

[o2] (o)

D (e ed) = () e D (nexder) = ),
k=1

k=1 k=1

tenemos que

iwek, ex) = i $0 (1) Y ).
k=1 n

=1

Por lo tanto, la suma no depende de la base ortonormal elegida.

Por otro lado, la traza usual satisface las siguientes propiedades:

1. Tr(aT + BR) = aTr(T) + BTr(R) para a,feC y T,R e S;(H). Esto

se sigue directamente de la definicién.

2. Tr(T*) =Tr(T) para T € S;(H). En efecto, esto se sigue de las

siguientes igualdades

Tr(I) = Y (Ter,ex) = ) {ewTer) = ) (Teg,e) = Tr(l).
k=1 k=1 k=1

3. Como los operadores unitarios llevan bases ortonormales en bases

ortonormales, entonces es claro que el funcional traza usual es

unitariamente invariante.
Los tres numerales anteriores demuestran el siguiente corolario:

Corolario 2.2.8.8: El funcional Tr es una traza sobre el ideal S, (H) de

operadores nucleares.
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Para establecer ejemplos de operadores nucleares, el teorema de Mercer

es un ingrediente importante.

El teorema de Mercer se ubica en el contexto de operadores integrales
positivos, su prueba puede ser encontrada en Gohberg, I., Goldberg, S. and
Kaashoek, M., 2003, p. 197 y afirma que:

Teorema de Mercer

Sea k una funcién continua en [a, b]x[a, b]. Supongamos que para todo

f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f) =0,

donde A es el operador compacto definido por

b
(Mxo=fk@®ﬂww;

entonces

k(t,s) = Z LD (DXR), o vv 3)
k=1

donde (x,,).ey €S la sucesion de autovectores de A dadas por (1). Ademas,
la serie de arriba converge absoluta y uniformemente en [a, b]x|[a, b].

El teorema de Mercer nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 2.2.8.9: Sea k una funcién continua en [a, b]x[a, b]. Supongamos

que para todo f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f) =0,

donde A es el operador compacto definido por

b
(wa=fk@@ﬂ@$;

entonces A es nuclear y
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. i
fa k(t, t)dt = ;AR(A)

Demostracion:

Tomando t = s en (3) tenemos que

k(6D = ) @I,
k=1

e integrando esta Ultima expresion llegamos a

b (00} oo
[ ke ode =Y 1@ Il = Y 2o
a k=1 k=1

Como para todo f € L?[a, b] se cumple que (Af, f) = 0, entonces A es un

operador positivo, luego 1, (A4) = s, (A4). Por lo tanto,

o)

fbk(t, t)dt = i A (A) = Z s(A)
a k=1

k=1

lo que nos dice que A es nuclear.

El teorema de Lidskii expresa la traza usual de un operador nuclear como
la suma de sus autovalores tomando en cuenta sus multiplicidades
algebraicas; su prueba puede encontrarse en diferentes referencias como
por ejemplo Gohberg, I., Goldberg, S. and Krupnik, N., 2000, p. 63. El

enunciado es el siguiente:
Teorema de Lidskii

SiT € S;(H), entonces

Tr(r) = ) 2(T),
k=1

43



donde, (/’Lk(T))nE es la sucesion de valores propios de T, tomado en

N
cuenta sus multiplicidades, y ordenados de tal forma que |4,,(T)| =

Mn+1(T)|;Vn = 1.
Observaciéon 2.2.8.10

Por el teorema de Lidskii y el lema de Weyl, la traza usual es continua

(acotada) con la norma || . ||;, mas precisamente se cumple
ITr(T)| < || T ll1, YT € Sy(H).
Ejemplo 2.2.8.11

Por el corolario 2.2.8.9, si k una funcién continua en [a, b]x[a, b] y para todo

f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f) =0,

donde A es el operador compacto definido por

b
AN = j k(t,5)f (s)ds

entonces A es nuclear y por el teorema de Lidskii concluimos que

b [ee]
k(t,H)dt = Y 1. (A) = Tr(A).
J, e o=

La expresiéon anterior es llamada la formula de la traza y expresa la traza
usual del operador A en funcion de su ndcleo k, es decir, no depende de

los autovalores de A.
2.2.9 TRAZAS DE DIXMIER

Definicion 2.2.9.1: Una traza ¢ sobre un ideal bilatero de operadores J es
llamada singular si ¢ (F) = 0,VF € F(H).

La traza de Dixmier es un ejemplo de traza singular. Para su construccion

es necesario garantizar la existencia de limites generalizados o estados
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singulares con ciertas propiedades de invariancia. A continuacion,

presentamos la construccion de la traza de Dixmier.

Durante esta seccion, £ denotara el espacio de sucesiones complejas

acotadas y C, el subespacio de sucesiones convergentes a cero.

Por Carey A. and Sukochev F. (2006) existe un estado w en £ (un funcional
lineal positivo en £ tal que w(1,1,1,1,..)= 1) tal que para cadan > 1 se
tiene

woD,,= woT = woH = w,
donde

T: £ — £%, T(xl,xz,x3, ) = (x5, X3, ...)

. 0 0 _ X14Xy X1tXp+X3
H: £° — £% H(xl,x2,x3,...)—(xl,T,T,...)

Dn:‘goo — ’goo ) Dn(xl,xz’xg,...):(xl,xl,....xl, xZ,xZ,....xz, ..... )

n-—veces n—-veces

Observacién 2.2.9.2

Si un estado w en £* es invariante por T, entonces w(a)= 0 para todo a €
CN, donde CN denota el espacio de sucesiones con una cantidad finita de
términos no nulos. Ademas, como CN es denso en C,, por continuidad
tenemos que w(a)= 0 para todo a € C,. De esta forma, hemos conseguido
estados que se anulan en C,. Estados con esta propiedad, son llamados

estados singulares.

Por la observacion anterior, hemos conseguido estados singulares
invariantes por el operador D,, veamos la construccion de la traza de

Dixmier.

Consideremos el siguiente espacio:

— — 1 n
Mya(H) = {A€ KD/ 1All10 = sup (i By 51 ()} < oo}
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Usando las propiedades de los nimeros singulares se prueba que M; .,(H)

es un ideal bilatero del algebra L(H).

Sea w un estado singular en £ invariante por el operador D, (su existencia
estd garantizada en la observacion 2.2.9.2), sobre M*, ., (H) = {A €

M ,(H), A es positivo} definimos el funcional Tr,, por

1 n
Tr,(4) = w <10g(n—+1)kz=lsk(A)>

Como s, (U*AU) = s, (A) para todo U € L(H) unitario, entonces Tr, €S

nenN

unitariamente invariante, solo faltaria probar la linealidad. Veamos esto:

Sean

T, T, €M+1,00(H)’ ————Yk=15c(T1), Bn= log(n+1)2k 15k(T2),

an= log(n+1)
Vi Skt Sk (T + T2).
Siguiendo las propiedades de los niumeros singulares se tiene que
Yn < an + By,
lo cual implica que
Tr, (T, +T,) <Tr,(Ty) + Tr,,(T,).

Para operadores positivos se tiene que

i () + Z 5e(Ty) < 2 (T, +T5).
k=1 k=1 k=1

La desigualdad anterior implica que

log(2n+1)
< T
Un + 'Bn — log(n+1)
Yy cCOmo
log(2n+1) )
(10g(n+1) n = Von neN € Co,
entonces
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o ((V2ndnen) = @ ((wy )nEN).

log(n+1) 2n

Veamos ahora que

a)((VZn)nEN) = w((Vn)nEN)-

En efecto, como w es invariante por D,, la igualdad anterior es equivalente
aque

o0(¥V2, Y2 Yo Var ) = O((Vn)nen)-

Como w es un estado singular, basta verificar que

Yn)nen — V2, Y2, Yar Vs o) € Co.

Restando lo anterior tenemos

()/1 — Y2 0, Y3 = Va 0, Ys — Ve 0,.. )1
luego veamos que esta Ultima sucesidn converge a cero.

Para esto, basta verificar que

(V2n—1 — V2n)nen € Co.

2n-1 2n

1 1
Yan-1— Yon = Tog(Zn) kzl sk(Ty +T,) — m; sk(Ty + T3)

1
- log(1+§) _ S2n(T1+T3)
log(2n+1) Yan-1 log(2n+1)

Tomamos w y concluimos que
Trw (Tl) + Trw (TZ) < Trw (Tl + T2)1
Concluimos entonces que Tr, es una traza sobre el ideal M*, ., (H).

Definicion 2.2.9.3: La traza de Dixmier de un operador autoadjunto A €
M, ., (H) esta definida por

Tr,(A) = Tr,(Ay) — Tr,(AD)

donde A, = %(A +|AD) y A_= —%(A — |A]) son operadores positivos
llamados la parte positiva y negativa de A respectivamente, donde |A]|

denota la raiz cuadrada de operador A*A.
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La traza de Dixmier de un operador arbitrario A € M; ,,(H) esta definida por
Tr,(A) == Tr,(Re(A)) +iTr,(Im(A))

donde Re(A) = %(A +4) y Im(4)= %i(A — A*) son operadores

autoadjuntos llamados la parte real e imaginaria de A respectivamente.

El siguiente teorema demuestra que la traza de Dixmier, en efecto, es una

traza singular continua sobre el ideal My ,,(H).

Teorema 2.2.9.4

1) Tr, es una traza sobre el ideal M, ,(H).
2) Tr,(A) =0,VAeS;(H).
3) Tr,, es una funcional lineal continuo con la norma |.[l;., mMas
precisamente,
| T7, (A)] < || All1,00 VA €My, (H).

Demostracion:

1) Todo A € M;,(H) puede escribirse como A= A; — A, + i43 — iA,,
donde A;=(Re(4)), , T,=(Re(A))_, T;=(Im(A)),, T,=(Im(A))_ son
operadores positivos en M,; ,(H). como Tr, es aditivo en M; . (H),
entonces Tr, se extiende por linealidad a un funcional lineal en todo
M, ,(H). Que el funcional lineal Tr, sea unitariamente invariante se sigue
del hecho que s,(U*AU)= s,(A) para todo ne N y Ue L(H) operador

unitario.

2) Como A=A;—A,+i4;—i4,, donde A;=(Re(A)); , A,=(Re(4))_,
A3=(Im(A)) 4, A4=(Im(A))- son operadores positivos en M; ,,(H). Basta
verificar que si A € S;(H) es un operador positivo entonces Tr,,(A) = 0.

En efecto, como A € S;(H) entonces

oo

> su) < oo,

n=1

luego
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1 < 1 <
log(n+ 1) kzzl se(4) < log(n+ 1) ; si(4).

Tomando limite a la anterior desigualdad, concluimos que

n
1
log(n+ 1) kz_l sk(4) =0

y como w es un estado singular, entonces Tr,(A) = 0.

3) Puede verificarse que el estado w es acotado y ||w|| = 1, por lo tanto

| 77, (A < [|All1,00 , YA € My o5 (H).

El cual permite establecer la desigualdad pedida para todo A en M; ,,(H).
|
Observacion 2.2.9.5

Por el teorema anterior, tenemos que, en particular, Tr,, se anula en el ideal
de operadores de rango finito. Por lo tanto, la traza de Dixmier es un

ejemplo de traza singular.

Alain Connes sugiere otra forma de construir estados invariantes por el

operador dilataciéon D,. Veamos esto:

Sea el operador

n_ Xk
k=17
1

M: 2% - 2%, M((xp)nen) =
neN

Consideremos ¢ un estado singular en £, por A. Pietsch (2013) tenemos
que

MD,x — Mx € Cy,Vx € £%,
luego, por continuidad de ¢ tenemos que
@MD, = M.
Tomando w = @M se tiene

wD;, = w,
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luego w es invariante por el operador dilatacion D,.

La traza de Dixmier asociada a este estado es llamada traza de Connes-
Dixmier. Por lo tanto, toda traza de Connes-Dixmier es traza de Dixmier,
pero el reciproco no siempre es cierto. Por lo tanto, si denotamos por D el
conjunto de trazas de Dixmier y por C el conjunto de trazas de Connes-

Dixmier, entonces C c D.

El presente trabajo de tesis tiene como objetivo general estudiar una
férmula de tipo Lidskii para trazas de Dixmier, es decir, una férmula para la
traza de Dixmier que dependa exclusivamente de los autovalores del
operador tomado y sus multiplicidades algebraicas. La siguiente seccion,

contiene una demostracion de esto.

2.2.10 UNA FORMULA DE TIPO LIDSKII PARA TRAZAS DE DIXMIER
A continuacion, presentamos algunos resultados preliminares para

demostrar una férmula de tipo Lidskii para trazas de Dixmier.

Lema 2.2.10.1: Sea A un operador compacto autoadjunto. Entonces para

cadan = 1 se cumple

D Bl) = 54 + 5, (A0)| < 2ns, (A),
k=1

donde, (/’ln(T))nEN es la sucesion de valores propios de T ordenados de tal

forma que [1,(T)| = |41 (T)|,Vn = 1.
Demostracion:

Como
(he()'._, © (se(A0),_, U (=sk(AD), _,
entonces el conjunto

(sk(A0)_, U (=seA0);_ \ (b)), © {4 [2] < |1, (A1}
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es de cardinalidad menor que 2n. Como A es autoadjunto, entonces
|1,,(4)| = s,,(4). Por lo tanto,

n

D AA) = 54, + 5 (A0)| < 201, (A)] = 205, ().

k=1

Para operadores normales, se cumple la siguiente desigualdad dada en
Lord, S., Sukochev, F. and Zanin, D., 2012, p. 160.

Lema 2.2.10.2: Sea A un operador compacto normal. Entonces para cada

n > 1 se cumple

D A = 2(Re()) = i (Im(A))| < 5nsy(4),
k=1

El teorema de Ringrose puede ser encontrado en Lord, S., Sukochev, F.
and Zanin, D., 2012, p. 22 y descompone un operador compacto como una
suma de un operador Volterra (operador compacto con espectro formado

sé6lo el cero) y un operador compacto normal. El resultado es el siguiente:

Teorema 2.2.10.3: Sea A € K(H). Entonces existe un operador Volterra Q

y un operador compacto normal N tal que A=N+Q Y (4,(N))neny =
(An(A))nEN-

Observaciéon 2.2.10.4

La descomposicion del operador A dada en el teorema 2.2.10.3 sera

llamada la descomposicion de Ringrose del operador A.

Los ultimos resultados que necesitaremos se ubican en el contexto del

subespacio conmutador. Empecemos definiendo este subespacio:
Sea ] un ideal bilatero de operadores en L(H). El subespacio

Com(J) = span{AB — BA,A € ],B € L(H)}
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es llamado el subespacio conmutador de /.

El subespacio conmutador y la teoria de trazas se relacionan a partir del

siguiente teorema:

Teorema 2.2.10.5: Un funcional lineal ¢ sobre ]| es una traza si y solo si
@(C) =0,vC € Com()).

Demostracion:

Basta usar la definicion de Com(J) y el teorema 2.2.8.2.

A continuacion, introducimos el espacio:
Lyo(H) ={A € K(H): suppz1{ns,(A)} < co}.
Observacion 2.2.10.6

Usando desigualdades de los nimeros singulares tenemos que £, ,(H) es
un ideal bilatero de operadores del algebra L(H). Ademas L;.(H) c

Ml,OO(H)-

El ultimo teorema que necesitamos puede encontrarse en Lord, S.,

Sukochev, F. and Zanin, D., 2012 p. 189 y es el siguiente:

Teorema 2.2.10.7: Sea A € L; ,(H) y A= N + Q es la descomposicion de
Ringrose de A. Entonces N € £L; (H) y Q € Com(£Ly o (H)).

Terminamos esta seccion demostrando un teorema de tipo Lidskii para

trazas de Dixmier. Nuestro resultado principal es el siguiente:

Teorema 2.2.10.8: Sea w un espacio singular en £ invariante por el
operador D,. Si A € L, ,(H) € M, .,(H), entonces

1 n
Tr,(A) = w (log(n—+1)kZ=1/lk(A)> )
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donde (An(A))nEN es la sucesion de autovalores de A tomando en cuenta

sus multiplicidades.
Demostracion:

Si A € L ,(H) es autoadjunto, entonces por definicion

n
1
Tr,(A) = Tr,(Ay) — Tr,(A)) = w (log(n—+1);sk(A+) - Sk(A—)> :
Se sigue del lema 2.2.10.1 que

< 2ns,(4) ........ (4)

D M) = si(A) + 5i(A)
k=1

Como la sucesion (ns,(A4) ) es acotada, dividiendo a la desigualdad (4) por

log(n + 1), llegamos a que

li 1 n/l A A A =
lim m; k(A) — sk(A) +s(A2) | = 0.

Finalmente, como w es un estado singular, entonces

1 S 1 n
(log(n +1) kzzl/lk(A)> —w <m;5k(1‘1+) — Sk(A_)> .

Por lo tanto,

1 n
TTw(A) =w (l()g(?’l—+]_)kzzl/1k(A)> .

Ahora supongamos que A € L, ,,(H) es normal, entonces por definicion

T1,(A) = Tr,(Re(A)) +iTr,(Im(A))

1 ‘ ,
=w (log(n—_l_l)kzzlsk(Re(A)) + lSk(Im(A))> .
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Por lo hecho para el caso autoadjunto, tenemos que

Tr,(4) = w (10 o 1)Z)lk(Re(A)) + L/lk(lm(A))> ......... (5)
Luego, por el lema 2.2.10.2 se tiene que

< 5ns,(4),..... (6)

z Le(A) — e(Re(4)) — i (Im(A))
k=1

Como la sucesion (ns, (A4) ) es acotada, dividiendo a la desigualdad (6) por

log(n + 1), llegamos a que

rll—>oo (log(—+1)z Ak(A) 2'k(Re(A)) lﬂk(lm(A)))

Como w es un estado singular, entonces

1 L 1 - .
w <<sz=l Ak(A)>> = w ((m;zk(Re(A)) + lAk(Im(A)))>

Finalmente, reemplazamos en (5) y llegamos a que

1 n
TT'w(A) = w <W;AR(A)> .

En general, si tomamos un operador arbitrario A € L, .,(H), por el teorema
2.2.10.7 se tiene que A puede escribirse como A=N+Q, N€ L, (H) Yy
Q € Com(L, (H)). Luego

T1y(A) = Try,(N)+ Tr, (Q).

Como Q € Com(L,(H)), entonces Tr,(Q)=0. Y por el caso anterior

concluimos que
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1 n
Try(A) = Tr,(N) = w ((mz MM))
k=1
1 n
- ((log(n +1) ;Akm)))
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2.3 CONCEPTUAL

Segun Vasudeva H.L. (2017) la teoria espectral es un término inclusivo
para las teorias que extienden la teoria de vectores y valores propios de
una matriz cuadrada a la mas amplia teoria de la estructura de operadores
en ciertos espacios matematicos. Es resultado de los estudios del algebra
linealy de las soluciones de sistemas de ecuaciones linealesy sus

generalizaciones.

Ubicados en el contexto de trazas singulares, una traza singular (Lord, S.,
Sukochev, F. and Zanin, D. (2012)) es unatraza en un cierto ideal de
operadores compactos de un espacio de Hilbert separable que se anula en
el ideal de operadores de rango finito, por ejemplo la traza de Dixmier . El
espacio de los operadores lineales y acotados en un espacio de Hilbert de
dimension finita tiene solo el cero funcional como traza singular ya que
todos los operadores tienen rango finito. Por ejemplo, las &lgebras
matriciales no tienen traza singular no trivial.

El matematico estadounidense Gary Weiss y, mas tarde, el matematico
britanico Nigel Kalton observaron en el caso de dimension infinita que

existen trazas singulares no triviales en el ideal de operadores nucleares.

El estudio del subespacio conmutador nace debido a que una traza se
anula en este subespacio. Por ello podemos mencionar lo siguiente:

El subespacio conmutador de un ideal bilatero de operadores lineales y
acotados en un espacio de Hilbert es el subespacio lineal generado
por conmutadores de operadores en el ideal de operadores acotados. La
caracterizacion moderna del subespacio conmutador es a través de
la Correspondencia de Calkin e implica la invariancia del espacio de
sucesiones de Calkin de un ideal de operadores. Esta caracterizacion
espectral explicita reduce los problemas y preguntas sobre conmutadores
y huellas en ideales bilateros a problemas y condiciones (mas resolubles)

en espacios de sucesiones.
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Los conmutadores de operadores lineales en espacios de Hilbert cobraron
prominencia en la década de 1930 cuando aparecieron en el mecéanica
matricial, o Heisenberg, formulacion de la mecanica cuantica. Sin embargo,
los subespacios de conmutadores recibieron escasa atencion hasta la
década de 1970. Matematico estadounidense Paul Halmos en 1954 mostr6
gue cada operador acotado en un espacio de Hilbert de dimensidn infinita
separable es la suma de dos conmutadores de operadores acotados. En
1971, Carl Pearcy y David Topping revisaron el tema y estudiaron los
subespacios de conmutadores para Ideales de Schatten. Como estudiante,
el matematico estadounidense Gary Weiss comenzO a investigar las
condiciones espectrales para conmutadores de Operadores de Hilbert —
Schmidt. Matematico britanico Nigel Kalton, notando la condicién espectral
de Weiss, caracterizé a todos los conmutadores de clase de rastreo. El
resultado de Kalton forma la base para la caracterizacion moderna del
subespacio del conmutador. En 2004, Ken Dykema, Tadeusz Figiel, Gary
Weiss y Mariusz Wodzicki publicaron la caracterizacion espectral de los
operadores normales en el subespacio del conmutador para cada ideal
bilateral de operadores compactos.

2.4 DEFINICION DE TERMINOS BASICOS

Espacios de Banach (Gohberg, I., Goldberg, S. and Kaashoek, M.
(2003))

Consideremos un espacio un espacio vectorial (X;+;K;.) donde K es
R o C. Una norma es una aplicacion:
I l: X - R¢

tal que

e |x||l=0ex=0
o |lax|| = |alllx|l,Vx € X,Va € K
o lx+yll < llxll + llyll, vx,y € X
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El par (X,]].]]) es llamado un espacio normado. Si en el espacio normado
(X, |I.1) toda sucesion de cauchy converge en X, entonces (X,| ||) es
llamado un espacio normado completo o simplemente un espacio de

Banch.

Espacios de Hilbert (Gohberg, I., Goldberg, S. and Kaashoek, M.
(2003))

Consideremos un espacio un espacio vectorial (H;+; K;.) donde K es
R o C. Un producto interno es una aplicacion:
(.;.)HxH - K

tal que se cumple:

. Definida positiva (x;x) >0Vx €E A (x;x) =0 & X =0
. Lineal en la primera variable: (ax+ By;z)= ax;z)+
B{y;z)Vx,y,z€E ANa,BeK
e Eshermitica (x;y) = (y;x)Vx,y €E
El par (H,(.,.)) donde (.,.) es un producto interno en H es llamado espacio
prehilberty sila norma ||x|| = \/W es completa, entonces el par (H,¢.,.))

es llamado un espacio de Hilbert.

Operadores lineales y acotados en Espacios de Hilbert (Gohberg, I.,
Goldberg, S. and Kaashoek, M. (2003))

Sea (X;||.llx) y (Y; 1 .]ly) dos espacios normados y una aplicacion T: X —
Y que satisface:

e T(x+y)=Tx)+T(y) Vx;yeEX

o T(ax)=aT(x) Vx€X A a K= RoC
“T” asi definido se llama operador lineal.
Sea (X; || .llx) ¥ (Y5l .ly) dos espacios normadosy T:X — Y un operador
lineal tal que ||Tx|ly < M||x|lx Vx € X,para algun M > 0, “T” es llamado
operador lineal acotado. Ademas, Si X =Y el espacio L(X) representara el

espacio de operadores lineales y acotados en X.
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Operadores de Rango finito (Gohberg, I., Goldberg, S. and Kaashoek,
M. (2003))

Sea H un espacio de Hilbert y F un operador lineal y acotado en H. El
operador F es de rango finito si la dimension de su imagen es finita, es
decir, si dim (Im(T)) < oo.

Operadores Compactos (Vasudeva, H.L. (2017))

Sea H un espacio de Hilberty T € L(H), T es llamado compacto si para
toda sucesion acotada (a,),ey €n H, (T(a,))nen tiene una subsucesion
convergente en H. El espacio de operadores compactos en H es denotado
por K(H) y define un ideal del algebra de operadores lineales y acotados
L(H).

Sucesion de numeros singulares (Vasudeva, H.L. (2017))

La sucesion de nameros singulares de un operador compacto T definido
sobre un espacio de Hilbert H, es una sucesion de decreciente de nimeros
no negativos (s,,(T))qen, donde s, (T) = (T*T)/2.

Funcional Traza (Lord, S., Sukochev, F. and Zanin, D. (2012))

Una traza t sobre un ideal de operadores J es un funcional lineal tal que
T(AT) = 1(TA),VT € J,VA € L(H).

Traza Singular (Lord, S., Sukochev, F. and Zanin, D. (2012))

Una traza Tt sobre un ideal de operadores | es llamada singular si t(F) =
0, VF operador de rango finito, es decir, para todo operador cuya dimension

de su imagen es finita.

59



I HIPOTESIS Y VARIABLES
3.1. HIPOTESIS

3.3.1. HIPOTESIS GENERAL
Propiedades de los nimeros singulares y el teorema de Ringrose permiten

usar un enfoque diferente para demostrar (*).

3.3.2. HIPOTESIS ESPECIFICA

1. Usando el teorema de Hahn Banach podemos garantizar la existencia
de limites generalizados invariantes por dilatacion que permitiran

construir trazas de Dixmier.

2. Usando el algebra de Ruston Grothendieck de operadores nucleares
sobre espacios de Banach con la propiedad de aproximacion, permitira

deducir funcionales traza y su férmula de tipo Lidskii.

3.2. DEFINICION CONCEPTUAL DE LAS VARIABLES

Variable dependiente

Formula de tipo Lidskii para funcionales traza: férmula que expresa la traza
de un operador en funcion de sus autovalores y multiplicidades.

Variable independiente

Trazas de Dixmier: Funcional lineal unitariamente invariante positivo

definido con un estado singular invariante por dilatacion.
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3.3. OPERACIONALIZACION DE LAS VARIABLES
Variable Dimensiones Indicadores indices Método Técnica
- Los funcionales
traza dependen | - T(4) = f(A(4)) donde 7 es
Dependien Los funcionales de los unatrazay f es una
te . autovalores y funcion con valores
trazas admiten S . .
una férmula de multiplicidades complejos definda en el
Formula de tipo Lidski del operador espectro de A.
tipo Lidskii o tomado. ) .
P Los funcionales Deductivo Analitica
para trazas no Los funcional
funcionales admiten una i troi unnC|0na ® | - 1(4) # F(A(4)) donde 7 es
traza formula de tipo azano unatrazay f es una
Lidskii dependen de ;
1dskii. funcion con valores
los autovalores . .
y complejos definda en el
multiplicidades | SSPectro de 4.
del operador
tomado.
- Cero - Lasucesibén
1 n
Trazas de (10g(n+1) k=14 (T) L
Dixmier ) converge a cero - LiToo TogtntD) R (T =0 ) -
- Diferente de - La sucesion ) " I P Deductivo | Analitica
cero ( 1 n (D) n-+oo log(n+1) “k=1"k
log(n+1) k=1"k
no converge a
cero

TABLA 1ll.1: Tabla 1: Operacionalizacion de las variables
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IV. METODOLOGIA

4.1 TIPO Y DISENO DE INVESTIGACION

De acuerdo con el proposito de la investigacion, el presente proyecto esta

enmarcado en el tipo de investigacion basica.

El disefio de la investigacion a desarrollar serd no experimental y consiste
en, inicialmente, estudiar la representacion de un operador de rango finito
como combinacion lineal de operadores de rango uno, con ello definir el
funcional traza sobre el ideal de operadores de rango finito. Luego,
definimos la traza usual sobre el ideal de operadores nucleares donde
discutimos el teorema de Lidskii. A continuacion, brindamos una breve
discusion de la traza de Dixmier y sus propiedades. Finalmente, damos una
férmula de tipo Lidskii para las trazas de Dixmier.

4.2 METODO DE LA INVESTIGACION

El estudio de la investigacion es de caracter cientifico-tedrico y el método
usado es del tipo inductivo - deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo
posible en cada demostracion. EI método inductivo es usado al momento
de generalizar la nocidn de traza para operadores de rango finito, es decir,
construir la traza usual sobre el ideal de operadores nucleares. Por otra
parte, usando el método deductivo construimos ideales de operadores

usando propiedades de los numeros singulares de un operador compacto.

4.3 POBLACION Y MUESTRA

Dada la naturaleza de la investigacion no corresponde determinar
poblacién y muestra porque no se realizara un tratamiento estadistico de

datos.
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4.4 LUGAR DE ESTUDIO Y PERIODO DESARROLLADO

El lugar de estudio del presente trabajo es en la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao-Trabajo

Remoto.

Finalmente, este trabajo de tesis fue desarrollado durante los meses de
agosto, setiembre, octubre, noviembre, diciembre y enero.

45 TECNICAS E INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE
DATOS

Las técnicas usadas en esta tesis son las del andlisis documental y analisis
de contenido ya que se reviso bibliografia (libros y articulos) relacionada a
los temas tratados en este trabajo y se recopilé informacion obtenida via

Internet para complementar informacion y asi enriquecer el trabajo.

Para recoger toda la informacién usamos péaginas web como Library

Genesis y Bookfi.org.

4.6 PROCESAMIENTO ESTADISTICO Y ANALISIS DE DATOS

Para el andlisis del trabajo de tesis se usan diversos métodos de
demostraciéon como son el método por el absurdo, contra reciproco e
induccion mateméatica. No hay un procesamiento de datos ya que nuestro

trabajo no se ubica en el contexto estadistico.
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V.

RESULTADOS

Los resultados principales del trabajo son los siguientes:

1)

2)

3)

4)
5)

6)

7

8)
9)

Por el teorema 2.2.5.2 tenemos que F(H) es un subespacio vectorial
de L(H).

Por el teorema 2.2.5.4 podemos afirmar que K(H) es un subespacio
vectoral de L(H).

El teorema 2.2.5.6 permite establecer que K(H) es un ideal bilatero
de operadores del algebra L(H).

Por el corolario 2.2.5.8, todo operador de rango finito es compacto.
El teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos
permite escribir todo operador T compacto autoadjunto de la

siguiente forma

Tx = Z A (TY(x; X)X,

El teorema espectral para operadores compactos permite escribir

todo operador T compacto de la siguiente forma

o)

Tx = Z Sn(TYX; X ) V-

n=1
Segun el corolario 2.2.7.5, el espacio de operadores de rango finito
es denso en el espacio de operadores compactos.
Por el teorema 2.2.8.5, (§;(H), ||.|l;) es un espacio de Banach.
El corolario 2.2.8.8 nos permite afirmar que el funcional lineal Tr es

una traza sobre el ideal S; (H) de operadores nucleares.

10) El corolario 2.2.8.9 permite afirmar que:

Sea k una funcion continua en [a, b]x[a, b]. Supongamos que para

todo f € L?[a, b] se cumple que

(Af.f)=z0,

donde A es el operador compacto definido por
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b
U@ = f k(t,)f (s)ds

entonces A es nuclear y

. .
fa k(t, t)dt = kzzl/lk(A).

11) Por el teorema 2.2.9.4, el funcional Tr,, es una traza singular sobre
el ideal M, o, (H).
12) Finalmente, el resultado principal es el teorema 2.2.10.8, el cual

establece que si A € £, .,(H) c M, ,(H), entonces

1 n
Trw(A) = w (l()g(‘n—-l-l)kz:l/lk(A)) .

5.1 RESULTADOS DESCRIPTIVOS

Siendo esta una investigacion que no requirié de datos estadisticos o la
aplicacion de la estadistica descriptiva, no se obtienen resultados

descriptivos.
5.2 RESULTADOS INFERENCIALES

Siendo esta una investigacion que no requirié de datos estadisticos o la
aplicacion de la estadistica inferencial, no se obtienen resultados

inferenciales.

5.3 OTROS TIPOS DE RESULTADOS ESTADISTICO DE ACUERDO A
LA NATURALEZA DEL PROBLEMA

Por la naturaleza de nuestra investigacion no se requiri6 de datos
estadisticos o similares por lo que no se obtuvo resultado estadistico

alguno.
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VI. DISCUSION DE RESULTADOS

6.1 CONTRASTACION Y DEMOSTRACION DE LA HIPOTESIS CON
LOS RESULTADOS

1) Usando los teoremas 2.25.2 y 2.2.5.4 los espacios F(H) son
subespacios vectoriales de L(H), mas precisamente, son ideales
bilateros del algebra L(H).

2) Por el teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos, todo

operador T compacto autoadjunto puede escribirse de la siguiente forma

n
Tx = lim Z A (TY(x; x50 ),
n—-oo
k=1

donde esta convergencia es con la norma de operadores y (4,(T))qen
es la sucesion de autovalores de T ordenados de forma que |1,(T)| =
|/1n+1(T)|; vn = 1.

3) Por el teorema espectral para operadores compactos, todo operador T

compacto puede escribirse de la siguiente forma

n
Tx = lim z Sk (TYX; X ) Vi,
n—oo
k=1

donde esta convergencia es con la norma de operadores 'y (s,(T))nen

es la sucesion de numeros singulares de T.

4) Del corolario 2.2.7.7 y la representacion Hilbert Schmidt del operador
compacto T, se deduce que s, (T) = s,(T").

5) Del corolario 2.2.7.5 es posible deducir que todo operador compacto
puede aproximarse por una sucesion de operadores de rango finito (nos
la norma de operadores).

6) Usando propiedades de numeros singular, es posible definir el ideal
S:(H) de operadores nucleares y demostrar que es un espacio de

Banach con la norma ||. ||;.
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7)

8)

9)

Del teorema 2.2.8.7, podemos definir la traza usual Tr y demostrar que
este funcional lineal es unitariamente invariante, es decir, Tr es una
traza sobre el ideal S;(H).

Tomando un estado w en ¢* singular e invariante por D,, y usando el
teorema 2.2.9.4, el funcional Tr,, es una traza continua sobre el ideal
M; o (H) con la norma ||. ||1 -

El teorema de tipo Lidskii para trazas de Dixmier estd dado en el
teorema 2.2.10.8 el cual establece que si A€L;(H)C

M; ., (H), entonces

1 n
TT'w(A) =w (log(n—+1)kz=1/1k(A)> .

Lo anterior nos dice que la traza de Dixmier de A depende de sus
autovalores y multiplicidades algebraicas, esto nos da una formula

similar al teorema de Lidskii.

6.2 CONTRASTACION DE LOS RESULTADOS CON OTROS ESTUDIOS
SIMILARES

En el articulo:
“Fiegel, T. and Johnson, W.B. (2016). The Lidskii trace property and the

nest approximation property in Banach Spaces™.

se extiende la férmula de Lidskii para espacios de Banach con la propiedad

de aproximacién nest. Ejemplos de espacios de Banach con la propiedad

de aproximacion nest son dados. Finalmente, espacios de Banach con la

propiedad de aproximacion nest son caracterizados con la propiedad de la

traza de Lidskii.
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6.3 RESPONSABILIDAD ETICA DE ACUERDO A LOS REGLAMENTOS
VIGENTES

De acuerdo con los principios establecidos en el Codigo de ética de
investigacion de la Universidad Nacional del Callao aprobado por
Resolucién del Consejo Universitario N° 210-2017-CU del 06 de julio de
2017, en esta investigacion se respetd y cumplié con las normatividades
institucionales que regulan sus procesos; se actué con todo el rigor
cientifico para la validacion, fiabilidad y credibilidad de los métodos y
fuentes de consulta utilizados ejerciéndose con responsabilidad vy

transparencia en todo su proceso y culminacion.
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VII.

1)

2)

3)

4)

5)

CONCLUSIONES

Si T es un operador compacto autoadjunto, entonces por definicién de

los nimeros singulares tenemos que s, (T) = +/1,,(T*T) = /AnZ(T =

1A (D).

Tanto el teorema 2.2.7.3 como el teorema 2.2.7.4 permitieron expresar

todo operador compacto como una suma de operadores de rango 1.

Usando propiedades de numeros singular, es posible definir el ideal
S1(H) de operadores nucleares. Mas generalmente, podemos definir el

siguiente ideal de operadores parap > 1

Sp(H) =

A€ L(H): Aescompacto y Z sP(4) < 00},
n=1
el cual es un espacio de Banach con la norma

o 1/p
Al = (Z sz(A)) .

n=1

Una traza es llamada espectral si esta depende de los autovalores del
operador considerado y sus multiplicidades algebraicas. Por lo tanto, del
teorema de Lidskii y el teorema 2.2.10.8 podemos concluir que la traza
usual y la traza de Dixmier son espectrales.

Cada estado w en ¢#% singular e invariante por D,, nos permite definir
una traza de Dixmier. Por lo tanto, si existe una cantidad infinita de

estados con esta propiedad, existirian infinitas trazas de Dixmier.
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VIll. RECOMENDACIONES

1)

2)

3)

4)

Dentro de un proyecto tan ambicioso como lo fue éste, siempre se desea
gue haya una mejora continua del mismo; por lo tanto, se recomienda a
futuros estudiantes que tengan interés en el proyecto, en la linea de

investigacion y en la teoria de trazas.

El libro mas completo que trata la teoria de trazas es Gohberg, |I.,
Goldberg, S. and Krupnik, N. (2000), por lo cual es recomendable su
lectura para el mejor entendimiento del trabajo. De forma similar se
sugiere la lectura de Lord, S., Sukochev, F. and Zanin, D. (2012); este
texto presenta la teoria de trazas singulares y sus aplicaciones a

geometria no conmutativa.

Existen diferentes enfoques para el estudio de trazas de Dixmier, para
ello recomendamos las referencias Pietsch, A. (2017) y Pietsch, A.
(2019).

Por el corolario 2.2.8.9, si k una funcién continua en [a, b]x[a, b] y para
todo f € L?[a, b] se cumple que
(Af.f) =0,
donde A es el operador compacto definido por
o= ks

entonces A es nuclear y por el teorema de Lidskii concluimos que

b [ee]
k(t,t)dt = Y A (A) = Tr(A).
J et =5

Esta expresion es llamada la férmula de la traza. Extensiones de ésta
férmula en el contexto de espacios de Banach es estudiada en Johnson,
W.B. and Szankowski, A. (2014), por esta razén, se recomienda su

lectura.
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ANEXOS

ANEXO 1: MATRIZ DE CONSISTENCIA

PROBLEMA

OBJETIVOS

HIPOTESIS

VARIABLES

METODOLOGIA

Problema General:

¢, Qué otro enfoque podriamos usar

para demostrar (x)?

Problemas Especificos
¢De qué manera se construyen
trazas de Dixmier?

,Qué otros funcionales traza

admiten una férmula de tipo Lidskii?

Objetivo general.

Usar un enfoque diferente al
texto Lord, S., Sukochev, F.
and Zanin, D. (2012) para

demostrar (*).

Objetivos especificos.

Mostrar que trazas de
Dixmier se construyen
usando limites generalizados

invariantes por dilatacién.

Mostrar que funcionales traza
de operadores nucleares
sobre espacios de Banach
con la propiedad de
aproximacién, admiten una

férmula de tipo Lidskii.

Hipdtesis general.

Propiedades de los nameros
singulares y el teorema de
Ringrose permiten usar un
enfoque  diferente  para
demostrar (1).

Hipotesis especifica.

Usando el teorema de Hahn
Banach podemos garantizar
la existencia de limites
generalizados invariantes por
dilatacion que permitirdn

construir trazas de Dixmier.

Usando el algebra de Ruston
Grothendieck de operadores
nucleares sobre espacios de
Banach con la propiedad de
aproximacion, permitira
deducir funcionales traza 'y su

férmula de tipo Lidskii.

Variable dependiente
Formula de tipo Lidskii
para funcionales traza
Variable independiente

Trazas de Dixmier

Tipo y disefio de lainvestigacién
De acuerdo con el propésito de la

investigacion, el presente proyecto
estd enmarcado en el tipo de
investigacion bésica.

El disefio de la investigacion a
desarrollar sera no experimental y
consiste en, inicialmente, estudiar la
representacion de un operador de
rango finito como combinacion lineal
de operadores de rango uno, con
ello definir el funcional traza sobre el
ideal de operadores de rango finito.
Luego, definimos la traza usual
sobre el ideal de operadores
nucleares donde discutimos el
teorema de Lidskii. A continuacion,
brindamos una breve discusion de la
traza de Dixmier y sus propiedades.
Finalmente, damos una férmula de
tipo Lidskii para las trazas de

Dixmier.
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